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ANNEAUX DE COHEN-MACAULAY DEFINIS PAR DES MATROIDES

Par G.L.Hetyei

INTRODUCTION

Cet essai se compose de deux parties. Dans la premiére partie nous allons voir une
nouvelle démonstration du théoréeme de Reisner qui caractérise les complexes simpliciaux
dont I’anneau des faces est Cohen-Macaulay. Elle n’utilise pas la réduction mod.p et
les morphismes de Frobenius, comme la démonstration originelle dans [2], mais traduit
directement la condition Cohen-Macaulay pour tous les localisés de I’anneau des faces par
des idéaux maximaux. Pour faire ceci on passe a travers une caractérisation algébrique,
formulée dans le Théoreme 1. Puis on utilise un théoreme de Matsumura pour obtenir une
caractérisation homologique. Enfin, la démonstration s’achéve par une analyse directe du
résultat trouvé.

Dans la deuxieme partie nous déterminons d’abord tous les complexes simpliciaux

finis A qui ont la propriété plus forte, que pour tous leurs sous-complexes pleins A,
’anneau des faces du sous-complexe est Cohen-Macaulay.(Premier paragraphe.) La classe
de ces complexes sera la classe des complexes simpliciaux qui sont en méme temps des ma-
troides, c.a.d. que leurs faces peuvent étre considérées comme un systéme d’indépendants
(Théoreme 6.). Le résultat suggere d’étudier spécialement les anneaux des faces des ma-
troides. Dans le deuxieme paragraphe de la deuxiéme partie nous introduissons un concept
de caractéristique d’Euler pour les matroides et nous recherchons tous les matroides de
caractéristique 0,1, ou -1. Enfin dans le troisiétme paragraphe de la deuxieme partie nous
déterminons en utilisant un théoréme de Hochster et les résultats du deuxiéme paragraphe
tous les matroides dont I'anneau des faces est de Gorenstein.
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[. LE THEOREME DE REISNER

Notations: La notation A désigne un complexe simplicial fini, et ’on écrit o € A si
o est une face de A. Notons V =_{v‘, ...,Un } 'ensemble des sommets de A. La notation k
désigne un corps quelconque, et k sa cléture algébrique. o

Définition 1: Soit I(A) l'idéal de k[z,,...,z.] engendré par tous les [] z.. ou u

vi€

parcourt tous les sous-ensembles de V' qui ne sont pas des faces de A. Notons par k{A] le
quotient de k(zy,...,z.) par I(A). o

Définition 2: Représentons le complexe A de n sommets dans k de la maniére
suivante: soit ej,...e, une base fixée de F‘, V(o) le sous-espace vectoriel engendré par les
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e; avec v; € o pour chaque o € A. La réprésentation de A dans % sera

va)= | V(o). o

cEA

Remarque 1: I suffit de prendre cette réunion pour les faces maximales. o

Proposition 1:
I(A) = I(V(4)),

c.a.d. I(A) est I'ensemble des polynémes s’annulant sur V(A).

Preuve: Il est évident que I(A) s’annule sur V(A). Supposons le contraire, qu'il
existe un polynéme f dans I(V(A)) \ I(A). Dans ce cas, en écrivant f comme somme
des mondmes, la décomposition contient un monéme non nul de k[z;, yeeyTiy), OU O =
{vi,,--,vi, } est une face de A. Donc en substituant tous les points de V(o) dans f, on
obtient une fonction polynémiale non nulle des variables z;, ,.,z:,. Alors f ne s’annule
pas sur V(o), car %" est infini. Cette contradiction implique I{A) = I(V'(4)). o

Corollaire 1: I(A) = Rad(I(A)), et N I(V{o)) est la décomposition

o face maximale
primaire de I(A). o

Définition 3: Un sous-complexe A' d’un complexe A est un complexe satisfaisant
4 A’ C A. Un sous-complexe plein est un sous-complexe, dont les sommets forment un
sous-ensemble de V(A) et la structure des faces s’'obtient par restriction de la structure
des faces de A, c.3.d. que pour un 0 C V(A') on a o € A’ si et seulement si 0 € A. o

Remarque 2: Pour un sous-complexe A’ de A on peut considérer V(A') comme une
sous-variété de V(A). o

Lemme 1: Soit A un anneau commutatif noethérien réduit, ie. 0 = [ pa ou A

A

€A
est un ensemble fini, et les py sont les idéaux premiers, et soit m un idéal maximal de A.

Considérons I’homomorphisme ¢ : A — A/ [ pa .Alors p(m) est un idéal maximal de
paCm

©(A), et les anneaux locaux A, et p(A)y(m) sont isomorphes.

Preuve: Il est évident que (m) est un idéal maximal de A. (Deuxieme théoreme
d’isomorphisme.)

Sipour fe A,ge A\mona 'gL = 0 dans A,, c.a.d. quil existe un h € A\ m tel
que h- f =0, alors ¢(g) et @(h) sont dans p(A) \ ¢(m), et ainsi %E% ~ 0 dans p(A)g(m)-
Donc I’homomorphisme ¢ induit un homomorphisme

@: Am — @(A)p(m)
)

g »9)
La surjectivité de ¢ implique directement la surjectivité de (. Il reste 2 montrer I’injectivité
de .
Supposons que <,5(L) = 0 dans @(A)y(m), ce qui équivaut & I’existence d’un élément
h € p(A) \ ¢(m) tel que h - (f) = 0 dans ¢(A). Soit ho une image inverse de h dans A.
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Maintenant o (ho - f) = 0 est équivalent & ko - f € ) px- En sachant que
Palm

S ) =S p)n N Sale) =Sl () ) =0

PaCm Palm Pagm A€A

dans A,,, (S note A\ m) on voit que kg - f =0 dans A,,. Evidemment ho € A\ m. donc
nous sommes arrivés 2 démontrer £ = 0 dans A, 0

Définition 4: Pour un idéal maximal m de k[A] appelons étoile de m et notons ét(m)
le sous-complexe plein

ét(m) = U o. o

¢ face maximale tq. I(V(s))Cm

(?c{rollair_e 2: L’anneau k[A],, est isomorphe i k[ét(m)]y(m) ol m est n’importe
q:xel ld?al maximal de k[A], et  : k[A],, —> k[ét(m)] est ’homomorphisme induit par
I'inclusion naturelle V(ét(m)) —s V(A).

Preuve: On applique le lemme en prenant A = k[A]. Les px seront les I(V(o}) avec
les o faces maximales. o "

Définition 5: Pour m idéal maximal de k[A] notons support de m ’ensemble

supp(m) = {v; € V | zi € m}. °

Proposition 2: supp(m) est une face de A

Preuve: [T 2i#0 (modm),donc [] z; n'est pas zéro dans kAl o
4 e .’;GI\IPXM) v €supp(m)
Définition 6: Pour r € A soit

link(r)={c€A|onT=0 A oUrecA}. o

Pour démontrer le premier théoreme nous aurons encore besoin du lemme suivant:
Lemme 2: Pour un corps k tout idéal maximal de k[zi,...,z,] peut étre engendré
par r polynémes.

. 1"reuve: Par induction sur r. Pour r = 1 I’énoncé est vrai, car k[z,] est un anneau
principal. Considérons un idéal maximal m de ’anneau k[z,,...,z,]. L'intersection de m
et. de k[-zl,...,z,_I] est un idéal maximal dans k[z, ...,z,-,], donc selon I'hypothése de
l’mdu.ctlon elle peut étre engendrée par des polynémes P1,-.-,Ps-1. L’idéal engendré par
les mémes polynémes dans k[zy,...,z,] est contenu dans m. Le quotient de k[z;.....z,]
par (py,...,p,-1) est isomorphe a K([z,], ot K est une extension algébrique de k. dor;é
m/(;.il, ...,p',_l) est un idéal maximal. Alors il peut étre engendré par un g, € K(z,], dont
une image inverse p, dans k[zy, ..., z,] satisfait a m = (py, ..., p, ). © ”

Théoréme 1: L’anneau k[A] est Cohen-Macaulay si et seulement si pour chaque
; aEJ A et pouE chaque exte_nsion algébrique K de k engendrée par |r| éléments comme
£ ,5:;‘:’(1 Ie a.:x)zeau local K [Hnk(7)ls,1v;¢r) est Cohen-Macaulay.(|r| désigne le nombre des




Preuve: Supposons d’abord que k[A] est Cohen-Macaulay. Pour simplifier la nota-
tion, nous pouvons prendre 7 = {vy,..., 0, }. K est isomorphe a un quotient de l’anneau

k[zy,--.,T,] par un idéal maximal mg. Selon le Lemme 2, I'idéal maximal mg s’écrit
dans la forme mx = (fi,-- fr). Considérons l'idéal m = (f1y-es frsTrs1,---,Ta) dans
k[z1,...,Za]. Evidemment on a I(A) C (Zr41,2Ta) & M, alors on peut considérer m

aussi comme idéal maximal de k[A]. Pour un o € A on a I(V()) C m si et seulement si
oDr,carz; gmpouri=12..r.

En appliquant le Corollaire 2, nous pouvons supposer que ét(m) = A, c.a.d. que T est
contenu dans toutes les faces maximales. En méme temps on peut supposer supp m =7,
car, en substituant quelques z; par z; — 1 on peut arriver 2 un mx qui donne un corps
isomorphe comme quotient, mais qui ne contient aucun des mondmes zy,...,Z,-

Montrons que fy, ..., f» est une suite réguliere dans k[A):
-1 % n .
Soit f; -u; = 3. f; -uj. Ecrivons les éléments de k[A] sous la forme Y a, - [] zi¥,
y=1 a =k+1
ot les a, sont des éléments de k[z1,...,2,]. (N'oublions pas, que z1,...,Z, engendrent une

-1

algebre transcendante sur k dans k[A].) Alors pour tout a ona fi-aa(ui) = X fi-aa(u;)-
i=

Ces derniers sont des équations dans k[zi,...,z,], ol fi,..., f est évidemment une suite

-1
réguliere. Donc aq(u;) € Y, fj - k[z1,-..,7,] pour chaque a: on en tire I'inclusion u; €
a =

(f15000 fiz1)-

Donc fi, ..., f, est une suite réguliere dans k[A] et elle est réguliére dans k[A], aussi.
Donc k[A] est Cohen-Macaulay si et seulement si

(K[AY/ (Fry oo ) mfCfrrennf )

est Cohen-Macaulay. Ce dernier est isomorphe & K [link(7))s js:€ )

Montrons maintenant I’autre implication de I’équivalence. Soit m un idéal maximal
quelconque de k[A]. Notons 7 = supp(m). On peut supposer 7 = {vy,v2,...,v,}. Alors
on trouve I(V(7)) = {Z++1,-Za} € m. Donc m/I(V(r)) est un idéal maximal de

k[A]/I(V (7)) qui est isomorphe & k[z1, .-, T,], c.2. d. & un anneau régulier. Ceci implique _

Pexistence des éléments fi, ..., f; tels que m/I(V(r)) soit égal a (f1,..., f+)- Dans ce cas
on a
m= (.fl)--'yfvyzv-Flv"'vxﬂ)-

A partir d’ici la démonstration s’achéve d’une maniére pareille & celle de I'implication
inverse. ©

Définition 7: Notons la dimension d’une face dimo = |o| — 1, et la dimension d’un
complexe simplicial diim A = max{dimo | o € A}. o

Proposition 3: Pour les dimensions des anneaux k[A] resp. k[A)s,,....z.) OR 2

dim K[A] = dim k[Alq,,...e) = dimA + 1

Preuve: Selon le Corollaire 1 les idéaux premiers minimaux contenant 0 sont les I(V())
avec un o face maximale. Alors

dimk[A] = max dim k[A]/I(V(0)) = max loj=dimA +1

o face maximal face maximale
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D’autre part dim k[A] = dim k[Als,,....¢.), caf (21, ..., Za) contient tous les idéaux I(V (o))
ou o est une face maximale. o

En utilisant Matsumura [1}, p. 131 nous sommes en mesure & donner une condition
équivalente i celle que I’anneau local k[A]s,,... s ) soit Cohen-Macaulay.

Proposition 4: L’anneau k[Ay,,.. ) est Cohen-Macaulay si et seulement si

Hi(21,.yZa) =0pouri =n,n—1,..,n —dimA
H,(z,,...,Z,) dénote ici | i-iéme module d’homologie du complexe de Koszul Ki(Zy,...,Za)
issu de I’anneau k[A)s,,... s.)-

En effet la condition ci-dessus est équivalent a prof k[Al,, . .) = dimk[Al.,, .. 2.)
et prof k[Als,,.. s,y < dimk[A),, . ..) est toujours vrai. (prof. désigne la profondeur.)
°

Remarque 3: On peut prendre au lieu du complexe de Koszul de ’anneau
k[A)sy,...,s.) celui de k[A].

En effet, il est facile de vérifier que le foncteur _® k[Akx,,...,=.) défini sur la catégorie
des k[A]-modules est fidelement plat. o

Définition 8: Soit A un complexe simplicial fini. Associons & A le complexe des
faces C, (k,A), ou Ca(k,A) est un k-espace vectoriel ayant les faces de dimension r comme
base. La dérivation est donnée sur les éléments de cette base: pour o = {v;,,.-, i}

(i1 < ... <1,) posons d(o) = Z': (=1¥~'a\ {v,}. Mettons C_;(k,A) = k (avec la base §)
=1 -

et pour chaque o face de dimension 1 posons d(o) = . Enfin d(0) sera zéro, bien siur.

Notons C*(k,A) le complexe dual de C,(k,A), c.a.d. le complexe Hom (Co(k,N), k).
Les complexes d’homologie de C,(k,A) respectivement C*(k,A) seront notés H,(k,A)
respectivement H*(k,A). o

1l est connu que les complexes d’homologie restent les mémes si on ne change que la
numérotation des éléments de V.
 Le théoreme suivant donne une caractérisation des complexes A pour lesquels k[A]n
est Cohen-Macaulay en utilisant le dual du complexe des faces.

Théoréme 2: k[A),,,....z,) €st Cohen-Macaulay si et seulement si pour chaque sous-
complexe plein A' de A notant V' ’ensemble des sommets, on a:

H(k,A")=0 pouri=0,1,..,dimA - [V\V'|-1

Preuve: Nous utiliserons la condition équivalente mentionnée dans la Remarque 3.
Soit F,(A) la r-ieme puissance extérieure de k[A]. Notons e, I'unité du r-ieme exemplaire
de k[A]. Définissons la dérivation par les formules

e Aeiy Ao Aei) =Y (=1Y 7'z e A AEG AL Aei,
' j=1
("Paccent circonflexe” signifie I'omission), et

de,)=1 (r=1,2,..)

b

%;
{
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Selon la Proposition 4 et la Remarque 3, k[A],,, .. ..) est Cohen-Macaulay si et seulement
si
0— Fﬂ . Fn—dimA S Fn-dimA—l

est une suite exacte.
Pour @ = {a1,...,an} € N™ soit Fi- le k-espace vectoriel engendré par les éléments

de la forme zf’ . J:';’ cer B e Al Ae;, ol

5 {a,- $i i @ {i1,enis )}

ai—1 sii€ {ir,.ir}

Bien siir on ne prend que les zf‘ -z‘;’ “otzhe€; A...Ae;, avec les B; non négatifs. Pour
un o fixé les Fi- forment un complexe des k-espaces vectoriels avec la méme dérivation.
Evidemment F, considéré comme complexe de k-espaces vectoriels est la somme directe
des complexes Fi-. Alors

0— Fn _— ... Fn—dimA _— Fx—dimA—l
est une suite exacte si et seulement si

0 — I8 — . — Fy g — Fr gima-1

est une suite exacte pour tout a. :

Notons queue (a) = {v; | & > 2} et supp (@) = {vi | & # 0}. Remarquons, que
0 C queue (a) C supp (a) C V et si on prend n’importe quels deux sous-ensembles petyv
tel que @ C u C v C V alors on peut trouver une infinité de a tel que queue (@) =pet
supp () = v.

Soit G} ,(A) un k-espace vectoriel ayant comme base toutes les faces o de A de
dimension r tel que ¢ C v et o U u soit une face de A. Définissons la dérivation sur
G* — p,v par la formule

lv|-r+1

d@)= 3 (- Hou{m}) -

ol v;; parcourt les éléments de v \ o et

(eU{v;;}) = {”U{”i,'} si UU{bii}U;t est une face

0 autrement
Un élément r’," -z';’ e Theei A Ae; € Ff s'%crit d’une maniére unique sous la
forme
H g;f"'l- Hz;-e;lA...Ae;,
v;€queue(a) v, €0
ol o est un élément de G!:::u:(a):"“;:( o)- D’autre part chaque o élément de la base de o est

un élément de Gf:::;(é))ly:‘:;p: ) détermine un élément de la base de FZ. Ainsi nous avons
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trouvé un isomorphisme d’espaces vectoriels Fi- et G;ueue(y,mpp(g qui est compatible avec
les dérivations.

Donc nous avons démontré que k[A)z,,...,=.) est Cohen-Macaulay si et seulement si
pour chaque ) CuCv CVY

-1 ||-n+dim &
0—G,, —..— G}

est une suite exacte.

Remarquons d’abord qu’il suffit de regarder les complexes G;,,, pour lesquels y est une
face de A, car pour les autres y, I'espace vectoriel G, est zéro. Nous allons démontrer
qu’on peut supposer u = (). Avec ceci nous aurons terminé, car le complexe G;', s’identifie
d’une facon naturelle avec le complexe C*(k,v) ol v est considéré comme sous-complexe
plein.

Supposons alors que y est une face non-vide. Chaque o € A s’écrit d’une maniére
unique sous la forme o' U 0" avec o/ C pu et o# Npu = B. Cette décomposition induit
I'isomorphisme des complexes G, et G, ® G;‘“nk'(“). En appliquant la formule de
Kiinneth des complexes des espaces vectoriels on trouve que H (G;,,) est isomorphe au
produit tensoriel de H(G; ,) et d’un autre complexe. Mais, comme on le démontre en
topologie algébrique, les modules d’homologie d’un simplexe non-vide sont nuls c.3.d. que
H(Gj ,) est nul. Donc on peut vraiment omettre le cas des 4 non-vides. o

Corollaire 3:Le fait, que k[A),,, . ..y soit ou non Cohen-Macaulay , ne dépend que
de la caractéristique du k.

En effet pour donner la réponse en utilisant le théoréeme précédent, il faut calculer
le rang d’un nombre fini des matrices composées des 0-s 1-s et —1-s. Le rang de telles
matrices ne dépend que de la caractéristique. o

Nous pouvons profiter de cette petite remarque pour simplifier le Théoréme 1:

- .. Théeréme 1’: L’anneau k[A] est Cohen-Macaulay si et seulement si kllink7),|v; )
est Cohen-Macaulay pour chaque face 7. ¢

Résumons les théorémes 1’ et 2 en g

Théoréme 3: k[A] est Cohen-Macaulay si et seulement si pour chaque complexe L
de la forme L = linkt (T € A) et tout sous-complexe plein L' de L on a

H'(k,L')=0 pour i <dimL — V(L) - V(') -1 (1) o

Enfin, nous sommes arrivés i la démonstration du théoréme de Reisner.
Théoréme 4: k[A] est Cohen-Macaulay si et seulement si pour chaque face T de A

H'(linkt,k) =0 pouri=0,1,...,dim7—1 (2)

Preuve:  La n€cessité de la condition de I'annulation des homologies ci-dessus est
évidente d’apres le Théoreme 3.

1 suffit de montrer que la condition (2) entraine la condition (1). On raisonne par
induction sur [V(L)| + [V(L) \ V(L')|.




Pour L = L'=0la cogdition (2) est vraie. Supposons qu'elle est vraie pour L' sous-
ccy)mplexe plein de L et considérons le sous-complexe plein L'\ {v} obtenu par 1’élimination
d’un sommet v. Le noyau de I’application

C(k,L') — C" (k, L'\ {v})

a.—.{” si g C V(L) \ {v}
0

autrement.

s'identifie avec C"~!(k, linkz/{v}). Ainsi on a la suite exacte des complexes
0 — C""'(k,linkz: {v}) — C'(k,L') — C"(k, L'\ {v}) — 0
On en déduit la suite exacte longue
- H'(k,L') — H' (k,L'\ {v}) — H’ (k, linkz/{v}) — ...
Si L = linkr alors linkz/{v} est un sous-complexe Lj de L; = link(r U {v}). On a

IV(L)\ V()] = [V(L1) \V(L})] et [V(Ly)| = [V(L)| - 1; on peut appliquer I'hypothése de

I'induction et trouver

H' (k,linkz {v}) =0 si r<dimL, — V(L)\V(L'")| - 1.
D’autre part selon I’hypothése de I'induction on a
H'(k,L')=0 pour r <dimL — V(L) - y(L')| -1.

Donc on a
H'(k, '\ {v}) =0 si r <min(dim L, — [V(L)\ V(Z')| - 1,dim L — [V(L) — V(L) -1).

Puisque dim L — V(L) - V(L' \ {vHl-1=dimL — |V(L)- V(L") -2,i
que la condition (2) implique b ik s =

dim L — [V(L) - V(L')| - 2 < dim L, — [V(L) \ V(Z')| - 1

qui est équivalent 3
dimL <dimL; + 1.

Notons que si la condi.tion (2) est vraie pour A elle est vraie aussi pour tout L = linkr, ou
7 € A. Alors pour finir il suffit de montrer le lemme suivant: ,

Lemme 3: SOJ't A un complexe simplicial fini, satisfaisant 4 la condition (2). Alors
toutes les faces maximales de A sont de méme dimension.

Preu.ve: Chert.:hons un A contre-exemple minimal. Soient o et = des faces maximales
tel que filmd # dm'l Ti S: o N 7 est non-vide alors link(c N 7) est un contre-exemple
plus petit que A' qui est impossible. (o \ (¢ N 7) et 7\ (¢ N 1) seront faces maximales
des dimensions différentes.) Donc on peut supposer o N7 = @ pour tous les couples o, 7
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de faces maximales de dimensions différentes. Soit A’ la réunion des faces maximales de
dimension maximale, A" la réunion des autres faces maximales. Alors A est la réunion
disjointe des complexes simpliciaux non-vides A’ et A"”. Donc pour 7 > 0 on a

C'(k,A) = C"(k,A") @ C" (k,A").

A cause de H°(k,A) = 0 le rang de I'application C°(k,A) — C*(k, A) est
V(&) -1=[V(A)]+[V(Aa") -1

Mais le rang de ces applications est inférieur ou égale & la somme des rangs des applications
C°(k,A') — C'(k,A') et C°(k,A") — C*(k,A"). Ainsi on peut supposer par exemple
que le rang de I’application C°(k,A’) — C!(k, A’) est au moins [V(A')|. En méme temps
du complexe

o = CY(k, A') — CO(k, A") — C'(k, A") — ..

on déduit que ce rang peut étre au maximum |V(A')| — 1. Avec cette contradiction nous
sommes arrivés a la fin de la démonstration. oo

II. LE CAS DES MATROIDES
1. matroides et la propriété Cohen-Macaulay

Théoréme 5: Soit C une classe des complexes simpliciaux finis, telle que tout
complexe A appartenant a C aie les propriétés suivantes:
(i) Pour tout T face de A, le complexe linka T appartient 4 C.
(ii) Toutes les faces maximales de A sont de méme dimension.
_ . (iii) - Tout sous-complexe plein A' de A appartient a C.
Alors I’anneau k[A] est Cohen-Macaulay pour tous les complexes A de la classe C.
Preuve: Selon le théoreme de Reisner il suffit de montrer que pour tout complexe A

de classe C on a
H'(k,A)=0 pourr<dimA -1,

car on a la propriété (i), qui garantit la méme chose pour tous les linkaT.
On va démontrer cette proposition par récurrence sur |[V|. Pour [V| = 0, c.a.d. que
A = 0 elle est évidemment vraie. Soit A un complexe simplicial de classe C quelconque.
Supposons d’abord que A a un sommet v qui n'appartient pas a toutes les faces
maximales. Notons A’ le sous-complexe plein dont I’ensemble des sommets est V \ {v}.
On a :
dimA = dimA'.

En effet, il existe une face maximale de A, qui ne contient pas v, et qui est donc face
maximale de A’ aussi. D’autre part, selon (ii) la dimension de cette face est la méme que
celle de A, ow celle de A’. Le noyau de ’application

C'(k,A) — C'(k,A"),
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définie par
{a sivgo
o — p
0 siveo

s’identifie d’une maniére naturelle avec C*~!(k,linka {v}). Donc on a la suite exacte
0 — C*~!(k,linka {v}) — C*(k,A) — C*(k,A') — 0,
qui (étant compatible avec les dérivations) implique la suite exacte longue
.. — H'"Y(k,links {v}) — H'(k,A) — H'(k,A") — ...
Alors selon ’hypotheése de I'induction, on a
H'(k,A)=0 sii—1<dimlinka{v} —1eti <dimA'—1=dimA —1.

N’importe quelle face maximale 0 de A contenant v est de méme dimension que A et
o\ {v} est une face maximale de linka {v}, d’ott on a dimlinks {v} = dimA — 1. Donc
la condition 7 — 1 < dimlinka {v} — 1 est aussi équivalente & : < dim A — 1 ce qui était a
montrer.

Supposons maintenant que tous les sommets de A sont contenus dans toutes les faces
maximales. Dans ce cas la I’ensemble des sommets V est lui-méme la seule face maximale,
c.a.d. que A est un simplexe. Mais pour un simplexe on a H'(k,A) = 0 pour tout i. ¢

Remarque 4: La classe CM des tous les complexes dont I’anneau des faces est
Cohen-Macaulay, satisfait a (i) (2 cause du théoréme de Reisner), et  (ii) (selon le Lemme
3). o

Maintenant nous allons déterminer la plus grande sous-classe de CM satisfaisant aussi
a (iii).

Définition 9: Rappelons qu'un matroide M est la donnée d’un ensemble fini M
et d’un systeme 7 des sous-ensembles de M nommé indépendants de M satisfaisant aux
axiomes suivants:

I)0eT

(IL) I €T et JCI implique J€Z

(IIL) Si I, J € T et |I| < |J|, alors il existe un v € J\ I tel que TU {v} € Z. o

Théoréme 6: L’anneau k[A'] est Cohen-Macaulay pour tous les sous-complexes
pleins A" d’un complexe simplicial fini A si et seulement si les faces de A satisfont aux
axiomes (I.)-(IIL.), i.e. A est un matroide.

Preuve: Supposons d’abord que pour tout A’ sous-complexe plein de A I'anneau k[A’]
est Cohen-Macaulay. Tous les complexes simpliciaux satisfont aux axiomes (L) et (IL.),
reste a montrer (IIL.). Soient o et 7 deux faces de A avec |o| < |r|. Considérons les
sous-complexe plein A’ dont I’ensemble des sommets est o Ur. Selon I’hypothese k[A!] est
Cohen-Macaulay, donc d’apres le Lemme 3 toutes les faces maximales de A’ sont de méme
cardinalité. Ainsi o ne peut pas étre une face maximale: il existe un v dans V(A')\ o alors
dans 7\ o tel que o U {v} est une face de A’ et ainsi de A aussi.

Pour I'implication inverse remarquons que, si A est un matroide alors tout sous-
-complexe plein de A est un matroide (sous-matroide de l'originel), et pour tout 7 € A
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le complexe linka7 est un matroide (dans la langage de la théorie des matroides il s’agit
du sous-matroide "contraction de A par 7”, obtenu par 'omission des "lacets”, c.a.d.
les éléments v pour lesquels {v} n’est pas indépendant). En outre, dans un matroide
tous les indépendants maximaux sont de méme cardinalité. Donc la classe des complexes
simpliciaux A qui sont des matroides satisfait aux conditions (i)-(iii) du Théoreme 5. Ainsi
k[A] est Cohen-Macaulay pour tous les complexes A qui sont des matroides. Si A est un
matroide tous ses sous-complexes pleins pleins A’ sont des matroides et ont un anneau des
faces Cohen-Macaulay. ¢

Exemple: Considérons le complexe simplicial suivant: Soit V(A) = {vy,v2,..., vs}
avec les faces {v1},{v2},--,{vs}; {v1,v2},{v2, va},{v3, va},{vs,vs} ,{vs,v1}. (La réalisation
géometrique de A sera un péntagone.)

En utilisant le théoreme de Reisner on peut se convaincre facilement, que k[A] est
Cohen-Macaulay. Pourtant A n’est pas un matroide, car par exemple les faces {v;} et
{v3,v4} ne satisfont pas a 'axiome (II.). Ainsi la classe CM est plus grande que la classe
des complexes simpliciaux qui sont des matroides. D’apres le Théoreme 6 le complexe
A doit avoir un sous-complexe plein A’ pour lequel k[A'] n’est pas Cohen-Macaulay. En
effet, le sous-complexe plein ayant comme ensemble des sommets {vy,v3,vs} est tel, car
ses faces maximales ont des dimensions différentes. ¢

Remarque 5: Soit M un matroide fini quelconque sur ’ensemble {vy,...,v,}.
Définissons I’anneau k[M] de la maniére suivante: associons a chaque élément v; une
variable z;. L’anneau k[M] sera le quotient de k[zi,...,z,] par I'idéal

I(M) = (z4 - oo - Ty |{iy -+, i, } €t um cycle).

On pourrait appeler I(M) I'idéal des cycles. Rappelons qu’un cycle est un sous-ensemble
minimal dépendant. Le sous-matroide obtenu par omission des lacets est un complexe
simplicial fini, dont I’anneau des faces est évidemment isomorphe a k[M], car I'image des
variables associés aux lacets est contenue dans I(M). Donc selon le Théoreme 6 I’anneau
k[M] est Cohen-Macaulay. ¢

2. La caractéristique d’Euler des matroides

Définition 10: Notons le nombre des indépendants de cardinalité k d’un matroide
M par i3 (M). Appelons la caractéristique d’Euler de M le nombre entier

(M)

x(M) =3 (-1

k=0

ou r(.M) désigne le rang de M. o
Corollaire 4:

x(M) = (=1)™) . dimy H' ™M)~ (k, A(M))
ou A(M) désigne le complexe simplicial obtenu de M par omission des lacets.
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En effet x(M) est (—1) fois la caractéristique d’Euler du complexe C*(k, A(M)).
La caractéristique d’Euler d’un complexe est égale a celle du complexe des homologies.

Enfin selon le Théoréme 6 la caractéristique d’Euler de H*(k,A(M)) est (_1)’(M)-1 ..

dimg H' ™M)= 1(k, A(M)). o
Le lemme suivant sera tres utile pour les démonstrations par induction:
Lemme 4: On a la formule

x(M) = x(M\ e) - x(M/e)

pour tout e € M. (M \ e désigne le sous-matroide obtenu par omission de e, et M/e est
la contraction de M par e.)

Preuve: On peut classer les indépendants de cardinalité k en deux classes disjoints
selon cela, s’ils contiennent e ou non. Ceci implique

iy(M) = iy (M\ €) +iz-1(M/e),

d’oul on obtient la formule énoncée aprés multiplication par (—1)* et sommation en k. o

Ce lemme nous permet de déterminer les matroides dont la caractéristique d’Euler est
zéro.

Proposition 5: x(M) = 0 si et seulement si M contient un pont.

Nous rappelons qu’un pont est un élément contenu dans tous les indépendants maxi-
maux.

Preuve: Supposons d’abord que p est un pont de M. Alors les matroides M \ p et

M |/p sont identiques, d’ou on a x(M \ p) = x(M/p), et selon le Lemme 4 on a x(M) = 0.

: Nous allons démontrer I'implication inverse par induction sur [M|. Pour |M| = 0,
c.a.d. que M = § on a x(M) = 1 # 0, donc la proposition est vraie. Supposons que
la proposition est vraie pour tous les matroides de cardinalité inférieure a |[M| et que
x(M) = 0. Dans ce cas M contient d’autres indépendants que @, en particulier il contient
un élément e qui n’est pas un lacet. On peut supposer qu’il n’est pas non plus un pont ,
sinon nous avons terminé. Alors r(M)\ e = r(M) car il existe un indépendant maximal
de M, qui ne contient pas e, et qui est donc aussi un indépendant maximal de M)\e. De
méme on a r(M/e) = r(M) — 1, car e n’est pas un lacet. Selon le Corollaire 4 le signe de
X(M \ €) est soit (—1)"™) soit zéro, et la méme chose est vraie pour le signe de x(M/e).
Doncon a

x(M\e)=x(M/e)=0,

d’ou selon I’hypothese de I'induction M /e contient un pont p. Pour finir,il suffit de montrer
le lemme suivant:

Lemme 5: Si e n’est pas un lacet de M et si p est un pont dans M /e alors p est un
pont dans M.

Preuve: Supposons le contraire. Si p n’est pas un pont dans M alors il existe une
base B (c.a.d. indépendant maximal) de M qui ne le contient pas. L’ensemble {e} U B est
de rang maximal dans M et —étant donné que e n'est pas un lacet— on peut étendre {e} a
un ensemble B’ maximal indépendant dans {e} U B et ainsi dans M aussi. Alors B’ est
une base de M, contenant e et B'\ {e} est une base de M /e, ne contenant pas p. Ceci
contredit la supposition que p serait un pont dans M/e. 0o
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Maintenant nous sommes en mesure de caractériser tous les matroides satisfaisant a
[x(M)] = 1:

Proposition 6: |x(M)| =1 si et seulement si les cycles de M sont disjoints et M
ne contient pas de ponts.

Preuve: Montrons d’abord la nécessité, que les cycles soient disjoints. Cherchons
un M contre-exemple minimal. Selon I’hypothese il existe deux cycles -C; et C, — dont
I'intersection contient un élément e. (Donc e n’est pas un lacet.) e n’est pas un pont car
X(M) n’est pas nul. A cause du Lemme 4 et du Corollaire 4 nous avons

X(M)] = [x(M\ e)] + [x(M/e)]

et ainsi I'un de deux matroides M \ e et M /e contient un pont. Ce n’est pas M /e qui
contient un pont, car autrement M aurait la méme propriété selon le Lemme 35, et on
aurait (M) = 0. Donc |x(M/e)| =1, et M\ e contient un pont p. Ce dernier n’est pas
un pont dans M alors il existe un cycle C qui le contient, et qui contient e également car
dans M \ e aucun cycle ne passe plus a travers p. (Il est facile de vérifier qu'un élément
est un pont si et seulement si aucun cycle ne le contient.) On peut supposer qu’on a choisi
C = C). Etant donné que C) \ {e} est indépendant et p est un pont dans M \ e, C; \ {e}
reste aussi indépendant dans M /p. Alors il existe un sous-ensemble C] de C; qui est un
cycle contenant e dans le matroide M/p. De méme il existe un cycle C; de M/p qui est
contenu dans C; et qui passe par e. Par les mémes arguments qu’on a utilisé pour e on
peut démontrer |[x(M/p)| = 1. M était un contre-exemple minimal donc dans M/p on
peut déduire de e € C{ N C; I'égalité C] = C3. Ainsi C; N C; qui contient C] = C} est
dépendant dans M/p et C; N C; U {p} est dépendant dans M. L’ensemble C; N C> U {p}
est contenu dans C) qui est un minimal dépendant, donc on a C; = C; N C; U {p}. On
en déduit que Cy U C; \ {e} est égal & C; \ {e} U {p} qui est indépendant, car C; \ {e}
est indépendant et p est un pont dans M \ e. Ainsi le rang de C; U C; est au moins
|C1UC2| — 1. Mais dans ce cas la il existe un indépendant I contenant e dans C; U C> qui
est de cardinalité |C; U Cy| — 1. Ceci est une contradiction car un I contiendrait soit C;
soit C; entierement et un indépendant ne peut pas contenir un dépendant.

Montrons maintenant I'implication inverse par induction sur [M|. Pour M =0 I’énoncé
est vrai.Si M ne contient que des lacets, on voit directement x(M) = 1. Si e n’est pas
un lacet alors il est contenu dans un circle C qui est disjoint des autres cycles. Ainsi les
éléments de C'\ {e} seront des ponts dans M \ e. Donc on aura x(M\e) = 0. Les cycles de
M /e seront C'\ {e} et les cycles de M différents de C. Ainsi on peut appliquer I’hypotheése
de I'induction a M /e, et finir la démonstration a I’aide du Lemme 4. o

3. Les matroides dont I’anneau des faces est Gorenstein

Le paragraphe précédent nous servira a déterminer les matroides dont l’anneau des
faces est Gorenstein. Pour faire ceci nous appliquerons Proposition 5.4 de [3]. (Nous nous
sommes permis de corriger une faute de frappe dans 1’énoncé)

Selon cette proposition k[A] est Gorenstein si et seulement si on a

= HY(A/T) = k.

-1<¢<d, TCV, [T|=d-¢
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A/T désigne le sous-complexe plein dont |'ensemble des sommets est V \ T
A Daide de ce résultat nous trouvons
Théoréme 7: kM| est Gorenstein si est seulement si les cycles de .M sont disjoints.
Preuve: Selon la proposition citée ci-dessus k[.\] est Gorenstein si est seulement si
ona
H(M\T)=k
-1, TCY(A(M)), (Tl=d-q

ou d = r(M)—1 et A(M) est le complexe simplicial obtenu par omission des lacets.(r(.\)
désigne le rang de M.) Evidemment on a

dimAM\T)>d~(d—g)=gq

et égalité si et seulement si T est contenu dans toutes les faces maximales. ie. T se
compose des ponts. En cas de non-égalité selon le Théoreme 6 on a H? (M\T)=0. En
outre si M \ T contient un pont alors d’apreés la Proposition 5 et le Corollaire 4. on a
HY(M\T) = 0. Donc le seul T pour lequel H!(M\T) peut étre différent de zéro est
U'ensemble P des ponts de .M. La cardinalité de P est entre zéro et r(M) =d+ 1, donc
il se figure entre les k-espaces vectoriels de la somme directe ci-dessus. Donc on a obtenu
que k[.M] est Gorenstein si et seulemeat si |x(M \ P)| = 1. Selon la Proposition 6 ceci est
vrai si et seulement si .M \ P a des cycles disjoints et ne contient pas de pont. Comme il
résulte directement de la définition des ponts, un pont de .M \ P serait aussi un pont de
-\ non contenu dans P ce qui est impossible. Donc il est nécessaire et suffisant que les
cycles de .M \ P soient disjoints. Mais les cycles de M \ P sont exactement les mémes que
ceux de /M , car aucun cycle ne contient un pont, d’ou on a le théoreme. o
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